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1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

1.1 Ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà

Â ôèíàíñîâîì àíàëèçå ïðè ðàññìîòðåíèè áóäóùèõ ïîòîêîâ ïëàòåæåé ÷à-
ñòî èñïîëüçóþò ïîíÿòèå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ (PV, present value). Ðàññìîò-
ðèì àëüòåðíàòèâó: ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü 1 ðóáëü ÷åðåç 1 ãîä èëè d
ðóáëåé ñåé÷àñ. Çíà÷åíèå d, ïðè êîòîðîì àëüòåðíàòèâû áóäóò ðàâíîçíà÷-
íû, íàçûâàþò òåêóùèì çíà÷åíèåì 1 ðóáëÿ, ïîëó÷åííîãî ÷åðåç 1 ãîä. Ýòî
òà ñóììà, êîòîðóþ èíâåñòîð ñîãëàñèòñÿ ïîëó÷èòü èëè îòäàòü ñåé÷àñ â
îáìåí íà ïëàò¼æ â áóäóùåì, òåêóùàÿ ðûíî÷íàÿ ñòîèìîñòü 1 ðóáëÿ, ïî-
ëó÷åííîãî ÷åðåç 1 ãîä. Çàâèñèìîñòü òåêóùåé ñòîèìîñòè 1 ðóáëÿ îò ñðîêà
äî ïëàòåæà t íàçûâàþò ôóíêöèåé äèñêîíòèðîâàíèÿ è îáîçíà÷àþò d(t),
à å¼ çíà÷åíèÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ ti íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè äèñêîí-
òèðîâàíèÿ è îáîçíà÷àþò di. Èñõîäÿ èç ýêîíîìè÷åñêîãî ñìûñëà, ìîæíî
ïîñòóëèðîâàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ:

1. d(0) = 1: 1 ðóáëü íåìåäëåííî ñòîèò ðîâíî îäèí ðóáëü;

2. d(t1) < d(t2), åñëè t1 < t2: ìû ïðåäïî÷èòàåì ïîëó÷èòü äåíüãè ðàíü-
øå, ÷åì ïîçæå;

3. d(t) > 0: äåíüãè ñòîÿò ñêîëüêî-òî ÷åðåç ëþáîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè;

4. limt→+∞ d(t) = 0: äåíüãè áåñêîíå÷íî äàëåêî íàñ íå èíòåðåñóþò.

Âìåñòî ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ïðî-
öåíòíûå ñòàâêè, òàê êàê îíè áîëåå íàãëÿäíû. Òàê, ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà
íà ñðîê t, ïîäðàçóìåâàåìàÿ êîýôôèöèåíòîì äèñêîíòèðîâàíèÿ d(t) � ýòî
ðàçìåð ñòàâêè íà ñðîê t, êîòîðûé äîëæåí íà÷èñëÿòüñÿ, ÷òîáû èíâåñòè-
öèÿ ðàçìåðîì d(t) ÷åðåç âðåìÿ t âûðîñëà äî ðàçìåðà 1. Êîíêðåòíîå ÷èñ-
ëîâîå çíà÷åíèå ïðîöåíòíîé ñòàâêè r(t) çàâèñèò îò ñïîñîáà (êîíâåíöèè)
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íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ. Íàïðèìåð, ïðè íåïðåðûâíîì íà÷èñëåíèè ïðîöåí-
òîâ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

d(t) = exp(−r(t)t),

à ïðè äèñêðåòíîì ðàç â δ:

d(t) =
1

(1 + r(t)δ)
t
δ

.

Âûáîð òîãî èëè èíîãî ñïîñîáà íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ � âîïðîñ êîí-
âåíöèè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íåïðåðûâíîå íà÷èñëåíèå ïðîöåíòîâ, òàê
êàê ýòî óäîáíåå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ðûíî÷-
íûå êîòèðîâêè ÷àùå äàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî íà÷èñëåíèÿ
ïðîöåíòîâ ðàç â 3, 6 èëè 12 ìåñÿöåâ.

Ãîâîðÿ î ¾ñðî÷íîé ñòðóêòóðå ïðîöåíòíûõ ñòàâîê¿, îáû÷íî èìåþò â
âèäó çàâèñèìîñòü ïðîöåíòíîé ñòàâêè1 r îò âðåìåíè t, ýòó çàâèñèìîñòü
òàêæå íàçûâàþò áåñêóïîííîé êðèâîé äîõîäíîñòè, íî äàëåå ìû áóäåì íà-
çûâàòü å¼ ïðîñòî êðèâîé äîõîäíîñòè, âåçäå ïîäðàçóìåâàÿ ¾áåñêóïîííàÿ¿.
Ýòà òåðìèíîëîãèÿ áóäåò ïîíÿòíà èç èçëîæåííîãî íèæå.

1.2 Èíñòðóìåíòû

Ñðî÷íàÿ ñòðóêòóðà ïðîöåíòíûõ ñòàâîê îòðàæàåò æåëàíèå ðûíêà äàâàòü
â äîëã èëè ïðèíèìàòü ñðåäñòâà íà îïðåäåë¼ííûé ñðîê ïîä òå èëè èíûå
ïðîöåíòû. Îäíàêî íà ðàçëè÷íûõ ðûíêàõ ýòà ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü ðàç-
ëè÷íîé. Ñèòóàöèþ îñëîæíÿåò òîò ôàêò, ÷òî ðàçëè÷íûå ðûíêè ìîãóò ñó-
ùåñòâîâàòü â ïðåäåëàõ îäíîé ôèçè÷åñêîé áèðæè. Òàê, ðûíîê îáëèãàöèé
è ðûíîê êðàòêîñðî÷íûõ çàèìñòâîâàíèé � ýòî ðàçíûå ðûíêè, è ñëåäóåò
ñ áîëüøîé îñòîðîæíîñòüþ ïîäõîäèòü ê èñïîëüçîâàíèþ äàííûõ ñ îáîèõ
ýòèõ ðûíêîâ âìåñòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðî÷íîé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ
ñòàâîê. Òàê, íàïðèìåð, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ, öåíà îáëèãàöèè áóäåò âû-
øå (ò.å. áóäåò ïîäðàçóìåâàòü ìåíüøóþ äîõîäíîñòü âëîæåíèé íà äàííûé
ñðîê), òàê êàê îáëàäàíèå îáëèãàöèåé íåñ¼ò äîïîëíèòåëüíûå ïðåèìóùå-
ñòâà. Òàê, âëàäåëåö îáëèãàöèè ìîæåò îñòàâèòü å¼ â çàëîã, ìîæåò îñóùå-
ñòâèòü ñäåëêó ÐÅÏÎ... è ò.ï. Ïîìèìî ýòîãî, íà öåíû (à ñëåäîâàòåëüíî,

1Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî ïîíÿòèå ïðèìåíèìî ê ëþáîé ïðîöåíòíîé ñòàâêå: íà÷èñëÿåìîé

êàê äèñêðåòíî, òàê è íåïðåðûâíî. Íî, êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíüøå, ìû áóäåì ðàáîòàòü

ñ íåïðåðûâíî íà÷èñëÿåìîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé.
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è íà ïðîöåíòíûå ñòàâêè) íåïîñðåäñòâåííî âëèÿþò òàêèå ïàðàìåòðû, êàê
êðåäèòíîå êà÷åñòâî è ëèêâèäíîñòü.

• Êðåäèòíîå êà÷åñòâî èíñòðóìåíòà õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü äîñòîâåð-
íîñòè èñïîëíåíèÿ êîíòðàãåíòîì âñåõ âçÿòûõ èì íà ñåáÿ îáÿçà-
òåëüñòâ. Òàê, ýìèòåíò îáëèãàöèè ìîæåò äîïóñòèòü äåôîëò è íå çà-
ïëàòèòü ïî äîëãó. Èëè çàïëàòèòü ÷àñòè÷íî. Ðèñê ýòîãî óìåíüøàåò
öåíó îáëèãàöèè, óâåëè÷èâàÿ å¼ äîõîäíîñòü äëÿ èíâåñòîðà, ðåøèâ-
øåãîñÿ âçÿòü íà ñåáÿ ýòîò ðèñê (êðåäèòíûé ðèñê).

• Ëèêâèäíîñòü èíñòðóìåíòà õàðàêòåðèçóåò ë¼ãêîñòü, ñ êîòîðîé ìû
ñìîæåì ïðîäàòü èìåþùèéñÿ ó íàñ èíñòðóìåíò íà ðûíêå. Âûñî-
êàÿ ëèêâèäíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ýòî âîçìîæíî áûñòðî è ïî ðûíî÷-
íîé öåíå. Íèçêàÿ ëèêâèäíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî áûñòðî ïðîäàòü
íåâîçìîæíî, íàïðèìåð, ââèäó îòñóòñòâèÿ ñïðîñà, ëèáî íåîáõîäèìî
ñäåëàòü ñóùåñòâåííóþ ñêèäêó ñ öåíû, ÷òîáû çàèíòåðåñîâàòü ïîêó-
ïàòåëåé. Íèçêàÿ ëèêâèäíîñòü òàêæå óìåíüøàåò öåíó èíñòðóìåíòà
è óâåëè÷èâàåò äîõîäíîñòü: èíâåñòîðó íóæíà êîìïåíñàöèÿ çà òî, ÷òî
îí áåð¼ò íà ñåáÿ ðèñê ëèêâèäíîñòè � ðèñê íå ñóìåòü ðåàëèçîâàòü
èíñòðóìåíò íà ðûíêå âîâðåìÿ è/èëè ïî ðûíî÷íîé öåíå.

Îïðåäåëåíèå. Îáëèãàöèåé ìû áóäåì íàçûâàòü îáÿçàòåëüñòâî, ðàñïè-
ñàíèå ïëàòåæåé ïî êîòîðîìó çàðàíåå èçâåñòíî (ò.å. ìû ðàññìàòðèâàåì
îáëèãàöèè ñ ôèêñèðîâàííûì êóïîíîì è áåç âñòðîåííûõ îïöèîíîâ), îáðà-
ùàþùååñÿ íà âòîðè÷íîì ðûíêå. Ýòè ïëàòåæè ìîãóò áûòü êàê ïðîöåíòà-
ìè, òàê è ÷àñòè÷íûì èëè ïîëíûì ïîãàøåíèåì îñíîâíîãî äîëãà.

Â ýòîé óïðîù¼ííîé ìåòîäèêå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó îáëè-
ãàöèé îäíîãî êðåäèòíîãî êà÷åñòâà (íàïðèìåð, âûïóùåííûå îäíèì ýìè-
òåíòîì) è ïðèìåðíî îäíîé ëèêâèäíîñòè.

1.3 Öåíîîáðàçîâàíèå îáëèãàöèé

×òîáû èñïîëüçîâàòü êîòèðîâêè îáëèãàöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðî÷íîé
ñòðóêòóðû ïðîöåíòíûõ ñòàâîê, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñâÿçü ìåæäó ýòè-
ìè îáúåêòàìè. Ðàññìîòðèì áåñêóïîííóþ îáëèãàöèþ íîìèíàëîì 1 ñî ñðî-
êîì äî ïîãàøåíèÿ t. Áåñêóïîííàÿ îáëèãàöèÿ � ýòî òà, ïî êîòîðîé áóäåò
ïðîâåäåíà âñåãî îäíà âûïëàòà. Ïóñòü ýòà âûïëàòà èìååò ðàçìåð 1 è ïðî-
èçîéä¼ò ÷åðåç âðåìÿ t. È ïóñòü îáëèãàöèÿ áåçðèñêîâàÿ, ò.å. îòñóòñòâóþò
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êðåäèòíûå ðèñêè (ðèñêè íåóïëàòû), ðèñêè ëèêâèäíîñòè (íåâîçìîæíî-
ñòè ïðîäàòü áóìàãó) è äðóãèå. Òîãäà å¼ òåêóùàÿ ñòîèìîñòü áóäåò ðàâíà
d(t). Êðèâàÿ äîõîäíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ôóíêöèè äèñêîíòèðî-
âàíèÿ (r(t) = −1

t
ln d(t)), íàçûâàåòñÿ [áåçðèñêîâîé] áåñêóïîííîé êðèâîé

äîõîäíîñòè.
Åñëè ó íàñ òåïåðü åñòü ðåàëüíàÿ áåñêóïîííàÿ îáëèãàöèÿ, å¼ öåíà áó-

äåò íèæå, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü âîçìîæíûå ðèñêè, à áåñêóïîííàÿ êðè-
âàÿ äîõîäíîñòè, ïîñòðîåííàÿ ïî òàêèì îáëèãàöèÿì, áóäåò ëåæàòü âûøå
áåçðèñêîâîé áåñêóïîííîé êðèâîé äîõîäíîñòè. Òåì íå ìåíåå, äëÿ îöåíêè
ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, ñõîæèõ ñ äàííîé îáëèãàöèåé ïî êðåäèòíîìó
êà÷åñòâó è ëèêâèäíîñòè, ñêîðåå ïîäîéä¼ò èìåííî ýòà êðèâàÿ, à íå áåçðè-
ñêîâàÿ.

Åñëè îáëèãàöèÿ êóïîííàÿ, ò.å. ïî íåé èìåþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå âûïëà-
òû ïðîöåíòîâ (êóïîíîâ), èëè àìîðòèçàöèîííàÿ,ò.å. îñíîâíîé äîëã âûïëà-
÷èâàåòñÿ ïî ÷àñòÿì, òî ïîòîêîâ ïëàòåæåé áóäåò áîëüøå. Ïóñòü èìååòñÿ n
ïîòîêîâ ïëàòåæåé âî âðåìåíà τ1, ..., τn ðàçìåðàìè F1, ..., Fn ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü2, ÷òî ñòîèìîñòü òàêîé îáëèãàöèè áóäåò ðàâíà
ñòîèìîñòè ïîðòôåëÿ (íàáîðà) èç n áåñêóïîííûõ îáëèãàöèé ñî ñðîêàìè
äî ïîãàøåíèÿ τ1, ..., τn è íîìèíàëàìè F1, ..., Fn ñîîòâåòñòâåííî. Â òàêîì
ñëó÷àå, ñòîèìîñòü P íàøåé êóïîííîé îáëèãàöèè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñî-
îòíîøåíèåì

P =
n∑
s=1

Fsd(τs). (1)

Â ðåàëüíîñòè íà öåíîîáðàçîâàíèå î÷åíü ñèëüíîå âëèÿíèå îêàçûâà-
þò âîïðîñû êðåäèòíîãî êà÷åñòâà, ëèêâèäíîñòè, íàëîãîîáëîæåíèÿ. Ó÷¼ò
êðåäèòíîãî êà÷åñòâà îáëèãàöèè âîçìîæåí, íî â ðàìêàõ äàííîé ïðîñòîé
ìåòîäèêè ìû åãî îïóñòèì. Ëèêâèäíîñòü æå è íàëîãîîáëàæåíèå îáû÷íî
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ââèäó îòñóòñòâèÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àäåêâàòíîãî
èõ îïèñàíèÿ (êàê ìàòåìàòè÷åñêîãî, òàê è ýêîíîìè÷åñêîãî).

Îïðåäåëåíèå. Äîõîäíîñòüþ ê ïîãàøåíèþ îáëèãàöèè íàçûâàåòñÿ òàêàÿ
ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà äîõîäíîñòè rY TM , ïðè êîòîðîé ñòîèìîñòü îáëèãà-

2Ýòî ñòàíäàðòíîå ïðåäïîëîæåíèå, è îáñóæäåíèå åãî ïðàâäîïîäîáíîñòè âûõîäèò çà

ðàìêè äàííîé ìåòîäèêè. Óêàæåì ëèøü, ÷òî âëàäåíèå ïîðòôåëåì áåñêóïîííûõ îáëè-

ãàöèé äà¼ò áîëüøå âîçìîæíîñòåé, íåæåëè âëàäåíèå îäíîé êóïîííîé îáëèãàöèåé: òàê,

ïîðòôåëü ìîæíî ïðîäàòü ÷àñòÿìè, à êóïîííóþ îáëèãàöèþ òîëüêî öåëèêîì. Ê òîìó

æå, êóïîííûå ïëàòåæè è ïîãàøåíèå îñíîâíîãî äîëãà ìîãóò ïî-ðàçíîìó îáëàãàòüñÿ

íàëîãîì
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öèè, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (1) ïðè ïëîñêîé ñòðóêòóðå ïðîöåíòíûõ
ñòàâîê: r(t) ≡ rY TM , áóäåò ñîâïàäàòü ñ òåêóùåé íàáëþäàåìîé ðûíî÷íîé
ñòîèìîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå. Äþðàöèåé îáëèãàöèè íàçûâàåòñÿ ñðåäíåâçâåøåííûé
ñðîê äî âûïëàò ïî íåé (âçâåøèâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òåêóùåé ïðèâåä¼ííîé
ñòîèìîñòè ýòèõ ïëàòåæåé): ∑n

s=1 τsFsd(τs)∑n
s=1 Fsd(τs)

.

1.4 Èñõîäíûå äàííûå

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèâîé äîõîäíîñòè ó íàñ èìååòñÿ ¾ìîìåíòàëüíûé ñíè-
ìîê¿ ðûíêà. Ýòî íàáîð îïèñàíèé îáëèãàöèé (ìîìåíòîâ è îáú¼ìîâ îáå-
ùàííûõ ïëàòåæåé) è èõ òåêóùèõ ðûíî÷íûõ öåí.

Íà ñàìîì äåëå, íà ðûíêå íåò ¾öåíû îáëèãàöèè¿ êàê òàêîâîé. Âìåñòî
ýòîãî ó÷àñòíèêó ðûíêà äîñòóïíî íåñêîëüêî ïîêàçàòåëåé:

• Öåíà ïðîäàâöà (ask price) � ýòî íàèìåíüøàÿ öåíà, ïî êîòîðîé âû-
ñòàâëåíà çàÿâêà íà ïðîäàæó, ò.å. öåíà, ïî êîòîðîé áóìàãó ìîæ-
íî íåìåäëåííî êóïèòü. Îáú¼ì ýòîé çàÿâêè � îòäåëüíûé âîïðîñ:
âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî äëÿ ïîêóïêè èíòåðåñóþùåãî íàñ êîëè÷åñòâà
îáëèãàöèé íåîáõîäèìî çàïëàòèòü áîëüøå, òàê êàê ïî óêàçàííîé
öåíå ìîæåò ïðîäàâàòüñÿ ëèøü ìàëûé îáú¼ì, à îñòàëüíîå ïðèä¼òñÿ
äîêóïàòü ïî áîëåå âûñîêèì öåíàì.

• Öåíà ïîêóïàòåëÿ (bid price) � ýòî íàèáîëüøàÿ öåíà, ïî êîòîðîé
âûñòàâëåíà çàÿâêà íà ïîêóïêó.

• Öåíà ïîñëåäíåé ñäåëêè (last price) � ýòî öåíà, ïî êîòîðîé áûëà
ïðîâåäåíà ïîñëåäíÿÿ ñäåëêà ñ ýòîé áóìàãîé.

Åñëè äîñòóïíû äàííûå ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ ëèøü ðàç â äåíü, òî ýòè öèô-
ðû ðàññ÷èòûâàþòñÿ áèðæåé íà êîíåö òîðãîâîãî äíÿ ïî ñïåöèàëüíîìó
àëãîðèòìó. Â òàêîì ñëó÷àå òàêæå äîñòóïíû ñòàòèñòè÷åñêèå âåëè÷èíû:
ñðåäíåå, ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ öåíû.

Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî öåíà ïîñëåäíåé ñäåëêè ïî îáëèãàöèè íå îáÿ-
çàíà ëåæàòü ìåæäó òåêóùèìè öåíàìè ïîêóïàòåëÿ è ïðîäàâöà, ò.ê. ôèçè-
÷åñêè ýòè öèôðû ìîãóò îòíîñèòüñÿ ê ðàçíûì ìîìåíòàì âðåìåíè. Êðîìå
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òîãî, áëèæàéøàÿ ñäåëêà íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ïðîâåäåíà ïî öåíàì ïî-
êóïàòåëÿ èëè ïðîäàâöà, ò.ê. ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî
âûñòàâèòü êîòèðîâêó âíóòðè bid-ask ñïðýäà, ÷òîáû íåìåäëåííî íàø¼ë-
ñÿ äðóãîé èãðîê, æåëàþùèé å¼ èñïîëíèòü, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, êóïèòü
ïî ëó÷øåé öåíå ìîæåòü áûòü âîçìîæíî ëèøü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
áóìàã.

Ñëó÷àåòñÿ òàêæå, ÷òî çà òîðãîâûé äåíü íå áûëî íè îäíîé ñäåëêè
ïî áóìàãå. Òåì íå ìåíåå, êîòèðîâêè íà ïîêóïêó è ïðîäàæó âïîëíå ìîãóò
áûòü äîñòóïíû. Äëÿ íå î÷åíü ëèêâèäíûõ îáëèãàöèé ýòî îáû÷íîå ÿâëåíèå.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äîñòóïíû ñëåäóþùèå äàííûå.

1. Êîëè÷åñòâî íàáëþäàåìûõ îáëèãàöèé N . Îòäåëüíûå îáëèãàöèè áó-
äóò îáîçíà÷àòüñÿ èíäåêñîì k = 1, ..., N .

2. Ìîìåíòû îáåùàííûõ âûïëàò, îáùèå äëÿ âñåõ îáëèãàöèé: τs, s =
1, ..., n. Â ñëó÷àå, åñëè ìîìåíòû âûïëàò ïî ðàçëè÷íûì îáëèãàöèÿì
íå ñîâïàäàþò, äîïîëíèòåëüíî ââîäèòñÿ íóëåâàÿ âûïëàòà â íóæíûé
ìîìåíò.

3. Îáåùàííûå îáú¼ìû âûïëàò (âîçìîæíî, íóëåâûå) ïî k-îé îáëèãàöèè
â s-ûé ìîìåíò âðåìåíè: Fs,k, s = 1, ..., n, k = 1, ..., N .

4. Öåíû îáëèãàöèé Pk, k = 1, ..., N , âçÿòûå äî âû÷åòà íàêîïëåííîãî
êóïîííîãî äîõîäà.

5. Êîòèðîâêè íà ïîêóïêó è íà ïðîäàæó: bk, ak, k = 1, ..., N .

2 Ïðåäïîëîæåíèÿ è òðåáîâàíèÿ ê ìåòîäèêå

2.1 Îòðàæåíèå íàáëþäàåìûõ öåí

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàáëþäàåìûå öåíû Pk íå òî÷íî îòðàæàþò òå-
êóùóþ ïðèâåä¼ííóþ ñòîèìîñòü ïîòîêîâ ïëàòåæåé ïî îáëèãàöèè, íî îò-
ëè÷àþòñÿ îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïðèâåä¼ííîé ñòîèìîñòè íà íåêîòîðóþ
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó (îøèáêó, øóì).

Ýòà âåëè÷èíà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ëèêâèäíîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé áóìàãè, ò.ê. ÷åì ìåíüøå ëèêâèäíîñòü, òåì áîëüøå îòëè÷à-
åòñÿ öåíà, ïî êîòîðîé óäà¼òñÿ ñîâåðøèòü ñäåëêó, îò ñïðàâåäëèâîé îöåíêè
ïðèâåä¼ííîé ñòîèìîñòè.
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Èç ïîêàçàòåëåé ëèêâèäíîñòè íàì äîñòóïåí ëèøü bid-ask ñïðýä, õà-
ðàêòåðèçóþùèé êàê ðàç ðàçáðîñ âîçìîæíûõ öåí ñäåëêè. Äîâîëüíî åñòå-
ñòâåííî, ÷òî öåíà ñäåëêè ìîæåò ñâîáîäíî è ñëó÷àéíî êîëåáàòüñÿ êàê â
ïðåäåëàõ bid-ask ñïðýäà, òàê è â ðàçóìíîé ñòåïåíè çà åãî ïðåäåëàìè. Ìà-
òåìàòè÷åñêè ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê Pk = PVk + εk, ãäå εk - íîðìàëüíî
ðàñïðåäåë¼ííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì, ðàâ-
íûì ïîëîâèíå áèä-àñê ñïðýäà.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ïðèáëèæåíèÿ íàáëþäàåìûõ íà ðûíêå öåí
îáëèãàöèé çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N∑
k=1

4

(ak − bk)2
(Pk − PVk(r))2 → min

r(·)
, (2)

ãäå PVk(r) =
n∑
s=1

Fs,ke
−r(τs)τs � ðàñ÷¼òíàÿ ñïðàâåäëèâàÿ ñòîèìîñòü k-îé

îáëèãàöèè ïðè êðèâîé ïðîöåíòíûõ ñòàâîê r(t).

2.2 Óáûâàíèå ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ

Ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ d(t) = e−r(t)t íå âîçðàñòàëà ïî t. Äëÿ ýòî-
ãî â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé ìû âûáåðåì êðèâóþ ìãíîâåííûõ ôîðâàðäíûõ
ïðîöåíòíûõ ñòàâîê f(t), êîòîðàÿ ïðè íåïðåðûâíîì íà÷èñëåíèè ïðîöåí-
òîâ ñâÿçàíà ñ ãîäîâûìè ïðîöåíòíûìè ñòàâêàìè è ôóíêöèåé äèñêîíòèðî-
âàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(t) = e−
∫ t
0 f(x) dx, r(t) =

1

t

∫ t

0

f(x) dx.

Òàêèì îáðàçîì, ìãíîâåííàÿ ôîðâàðäíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà åñòü â íåêî-
òîðîì ñìûñëå ¾ïëîòíîñòü íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ¿. È óñëîâèå íåâîçðàñ-
òàíèÿ ôóíêöèè äèñêîíòèðîâàíèÿ ðàâíîñèëüíî íåîòðèöàòåëüíîñòè ìãíî-
âåííûõ ôîðâàðäíûõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
f(t) > 0, ïîëîæèì f(t) = g2(t). Óñëîâèå ïðèáëèæåíèÿ íàáëþäàåìûõ öåí
(2) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

N∑
k=1

4

(ak − bk)2
(
Pk − e−

∫ τs
0 g2(x) dx

)2
→ min

g(·)
, (3)
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2.3 Ãëàäêîñòü

Çàìåòèì, ÷òî îäíî óñëîâèå (2) , à ñëåäîâàòåëüíî, è óñëîâèå (3), íå çàäà¼ò
êðèâóþ äîõîäíîñòè öåëèêîì, ò.ê. îíî çàâèñèò ëèøü îò ïðîöåíòíûõ ñòàâîê
íà ôèêñèðîâàííûå ïåðèîäû r(τs), s = 1, ..., n. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé
êðèâîé äîõîäíîñòè â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëü-
íîå ïðåäïîëîæåíèå. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê
îáëàäàåò, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ìàêñèìàëüíîé ãëàäêîñòüþ. Ýòî ïîçâîëèò
íàì ïîëó÷àòü ïðèÿòíûå ãëàçó è ðåàëèñòè÷íûå êðèâûå äîõîäíîñòè. Ìà-
òåìàòè÷åñêè ìû çàïèøåì óñëîâèå ãëàäêîñòè â âèäå∫ τn

0

g′(x)2 dx→ min
g(·)

. (4)

Ðàçóìååòñÿ, âîçìîæíû è äðóãèå ôîðìàëèçàöèè ýòîãî ñâîéñòâà.
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (3) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî îäíîâðåìåííî ñ

óñëîâèåì (4), íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíè, ïî ñóòè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðî-
òèâîðå÷àùèå äðóã äðóãó öåëè: (3) îòâå÷àåò çà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, à (4) �
çà åãî ãëàäêîñòü. Â ðàìêàõ êîíöåïöèè, ïðåäëîæåííîé À. Í. Òèõîíîâûì
[2], ìû ââåä¼ì ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè α, îòâå÷àþùèé çà áàëàíñ ìåæäó
ãëàäêîñòüþ è òî÷íîñòüþ, è ðàññìîòðèì èòîãîâûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà,
â êîòîðîì (4) ó÷òåíî ñ âåñîì α ïî ñðàâíåíèþ ñ (3).

α

∫ τn

0

g′(x)2 dx+
N∑
k=1

4

(ak − bk)2
(
Pk − e−

∫ τs
0 g2(x) dx

)2
→ min

g(·)
. (5)

Âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α ñîîòâåòñòâóåò ôèêñèðîâàíèþ íà-
øèõ ïðåäïî÷òåíèé â ïëàíå áàëàíñà êà÷åñòâà ïðèáëèæåíèÿ öåí è âèçó-
àëüíîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè êðèâîé. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãëàäêàÿ êðèâàÿ,
ïîìèìî âèçóàëüíîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè, áîëåå ðåàëèñòè÷íà, ò.ê. ïðåäïî-
÷òåíèÿ è íàñòðîåíèÿ èíâåñòîðîâ íà ðûíêå íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ñðîêà
äî ïîãàøåíèÿ, ÷òî îçíà÷àåò ìàëóþ èçìåí÷èâîñòü ìãíîâåííîé ôîðâàðä-
íîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè f(t), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äà¼ò ìàëûå çíà÷åíèÿ
èíòåãðàëà (4).

Âåëè÷èíà α òàêæå ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà â ðàìêàõ áàéåñîâ-
ñêîãî ïîäõîäà ê îöåíêå êðèâîé äîõîäíîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå âûðàæåíèå
(4) ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè � àïðèîðíîìó óñëî-
âèþ, íàëàãàþùåìóñÿ íà íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ g(·), à α � åäèíñòâåííûé
ïàðàìåòð ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Âå-
ëè÷èíà α−1, â òàêîì ñëó÷àå, áóäåò èìåòü ñìûñë ñðåäíåé ýíåðãèè (ñðåäíåé
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íåãëàäêîñòè) êðèâîé äîõîäíîñòè è ìîæåò áûòü îöåíåíà íà îñíîâàíèè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ äàííûõ.

3 Ðåøåíèå çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (5) îñíîâûâàåòñÿ íà àïïàðàòå îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ñ âûâîäîì ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [1]. Îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(·) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñïëàéí íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà:

g(t) = ps−1ϕλs(τs − t) + psϕλs(t− τs−1), t ∈ [τs−1, τs), (6)

ãäå

ϕλs(t) =


sh
√
λst

sh
√
λs(τs−τs−1)

, λs > 0,
sin
√
−λst

sin
√
−λs(τs−τs−1)

, λs < 0,
t

τs−τs−1
, λs = 0.

(7)

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå êðèâîé äîõîäíîñòè ñâîäèòñÿ ê íàõîæ-
äåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ps, s = 0, ..., n è λs, s = 1, ..., n ïî íàáëþäàåìûì
äàííûì. Â [1] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî íàáîðû λs, s = 1, ..., n è ps, s = 0, ..., n
íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Ôóíêöèÿ g(t), îïðåäåëÿåìàÿ (6) äîëæíà
áûòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â óçëàõ ñêëåéêè τs, s = 1, ..., n, à
÷èñëà λs äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðîìó óñëîâèþ, êîòîðîå íå ïðèâî-
äèòñÿ çäåñü â ñèëó ñâîåé ãðîìîçäêîñòè.

Ñàì íåïîñðåäñòâåííûé ïîèñê ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ëþáûì ìåòîäîì íåëèíåéíîé îïòèìèçà-
öèè. Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèîíàëà (5) ïî ïåðåìåííûì ps, s = 0, ..., n è
λs, s = 1, ..., n ëåãêî âûïèñûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè (òåì íå ìåíåå, ñîîò-
âåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ íå ïðèâîäÿòñÿ, ò.ê. îíè äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè).
×óòü áîëåå ñëîæíû âûðàæåíèÿ äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, îäíàêî îíè òî-
æå ìîãóò áûòü âûïèñàíû.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â [1] ïîëó÷åíî ñòîëüêî æå óðàâíåíèé, ñêîëüêî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, ðåøåíèå çàäà÷è íåëèíåéíîé ìèíèìèçàöèè íà
ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ áîëåå áûñòðûì ìåòîäîì, íåæåëè ðåøåíèå ñèñòåìû
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé òàì.
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4 ×èñëåííûé ïðèìåð

Ïóñòü èñòèííàÿ êðèâàÿ äîõîäíîñòè èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1.

0 2 4 6 8 10 12 14
0

2

4

6

8

10

12

Term, years

Y
ie

ld
, %

 

 

Ðèñ. 1: Èñòèííàÿ êðèâàÿ äîõîäíîñòè

Ðàññìîòðèì 5 òîðãóåìûõ îáëèãàöèé ñ åæåãîäíûìè âûïëàòàìè êóïî-
íîâ â 10% ãîäîâûõ ñ ïîãàøåíèåì ÷åðåç 5, 7, 9, 11 è 13 ëåò. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èñòèííûå ïðèâåä¼ííûå ñòîèìîñòè (PV), êîòèðîâêè íà ïðîäà-
æó (Ask) è ïîêóïêó (Bid) è ïîñëåäíèå íàáëþäàåìûå öåíû (ðàâíûå äëÿ
ïðîñòîòû ïîëóñóììå êîòèðîâîê íà ïîêóïêó è ïðîäàæó) ïðåäñòàâëåíû â
òàáëèöå.

Ìîìåíòû îáåùàííûõ ïîòîêîâ ïëàòåæåé, î÷åâèäíî, ðàâíû τs = s, s =
1, ..., 13. Ìàòðèöà îáåùàííûõ ïîòîêîâ ïëàòåæåé Fs,k ïðåäñòàâëåíà íèæå.

Âû÷èñëåíèÿ ïðè α = 10 äàþò ñëåäóþùå çíà÷åíèÿ ps è λs: Ãðàôèê
ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé äîõîäíîñòè â ñðàâíåíèè ñ èñòèííîé ïðèâåä¼í
íà ðèñ. 2.
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Íîìåð Ñðîê äî ïîãàøåíèÿ PV Bid Ask Öåíà
1 5 96.4773 96.4479 96.4973 96.4723
2 7 96.3386 96.2985 96.3985 96.3485
3 9 96.3010 96.2711 96.4211 96.3461
4 11 96.3841 96.2051 96.4051 96.3051
5 13 96.5334 96.4888 96.7388 96.6138

Òàáëèöà 1: Ðûíî÷íûå äàííûå

Íîìåð τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9 τ10 τ11 τ12 τ13
1 10 10 10 10 100 0 0 0 0 0 0 0 0
2 10 10 10 10 10 10 100 0 0 0 0 0 0
3 10 10 10 10 10 10 10 10 100 0 0 0 0
4 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 100 0 0
5 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 100

Òàáëèöà 2: Ìàòðèöà ïîòîêîâ ïëàòåæåé

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ êðèâàÿ íå
ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé (¾èñòèííîé¿). Íà ñàìîì äåëå, îíà äàæå ¾ëó÷øå¿
íå¼. Â ñàìîì äåëå, èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî îöåí¼ííàÿ êðèâàÿ áîëåå ãëàä-
êàÿ (ìåíåå èçìåí÷èâàÿ), íåæåëè èñòèííàÿ. À ïðèâåä¼ííàÿ íèæå òàáëèöà
ïîêàçûâàåò, ÷òî íàáëþäàåìûå öåíû îáëèãàöèé ïðèáëèæàþòñÿ ïðè ïî-
ìîùè îöåí¼ííîé êðèâîé äîõîäíîñòè ëó÷øå, ÷åì ïðè ïîìîùè èñòèííîé.
Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî îöåí¼ííàÿ êðèâàÿ äîõîäíîñòè äà¼ò ëó÷øåå ïðè-
áëèæåíèå íàáëþäàåìûì öåíàì, íåæåëè èñòèííàÿ. Ýòî åñòåñòâåííàÿ ñè-
òóàöèÿ â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ îøèáîê íàáëþäåíèÿ: âåäü îöåí¼ííàÿ
êðèâàÿ äîõîäíîñòè ïî ïîñòðîåíèþ � òàêàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ èìååò íàè-
ìåíåå èçìåí÷èâóþ ñòðóêòóðó ïðè ìàêñèìàëüíîì ïðèáëèæåíèè èìåííî
íàáëþäàåìûõ öåí.

Îöåíêà êðèâîé äîõîäíîñòè, ïîëó÷àåìàÿ ëþáûì ìåòîäîì, â òîì ÷èñëå
è ðàññìàòðèâàåìûì, íå âñåãäà ìîæåò âîññòàíîâèòü èñòèííóþ êðèâóþ äî-
õîäíîñòè. Ïðè÷èíàìè ýòîãî îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íîñòü èíôîðìà-
öèè (ìàëîå êîëè÷åñòâî îáëèãàöèé, îòñóòñòâèå îáëèãàöèé ñ áîëüøèì èëè
ìàëûìè ñðîêàìè äî ïîãàøåíèÿ) èëè å¼ ïëîõîå êà÷åñòâî (áîëüøèå bid-ask
ñïðýäû, ïðîïóñêè è âûáðîñû â äàííûõ). Òåì íå ìåíåå, îòìåòèì, ÷òî èòî-
ãîâàÿ îöåíêà, äàæå åñëè îíà íå ñîâïàäàåò ñ èñòèííîé êðèâîé äîõîäíîñòè,
äà¼ò ðàçóìíóþ åé àëüòåðíàòèâó êàê â ÷àñòè ïðèáëèæåíèÿ íàáëþäàåìûõ
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p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6
0.2692 0.2870 0.2970 0.3036 0.3120 0.3216 0.3274
p7 p8 p9 p10 p11 p12 p13

0.3264 0.3249 0.3252 0.3240 0.3212 0.3183 0.3172

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7
-0.0431 -0.0292 0.0052 0.0069 0.0004 -0.0234 -0.0183
λ8 λ9 λ10 λ11 λ12 λ13

0.0151 -0.0036 -0.0056 -0.0044 0.0044 0.00664

Òàáëèöà 3: Çíà÷åíèÿ ps è λs

Öåíà Ïî èñòèííîé Ðàçíèöà Ïî îöåí¼ííîé Ðàçíèöà
96.4723 96.4773 0.0050 96.4701 -0.0022
96.3485 96.3386 -0.0099 96.3560 0.0075
96.3461 96.3010 -0.0451 96.3228 -0.0233
96.3051 96.3841 0.0790 96.3598 0.0547
96.6138 96.5334 -0.0804 96.5824 -0.0314

Òàáëèöà 4: Ñðàâíåíèå îøèáîê äëÿ èñòèííîé êðèâîé è îöåíêè

öåí (öåíû, ðàññ÷èòàííûå ïî îöåí¼ííîé êðèâîé äîõîäíîñòè îáû÷íî èìå-
þò òîò æå ïîðÿäîê îøèáêè ïî ñðàâíåíèþ ñ íàáëþäàåìûìè, ÷òî è öåíû,
ðàññ÷èòàííûå ïî èñòèííîé êðèâîé), òàê è â ÷àñòè èçìåí÷èâîñòè ïðîöåíò-
íûõ ñòàâîê (èçìåí÷èâîñòü îöåíêè îáû÷íî íèæå ïðè ñîõðàíåíèè òîãî æå
ñðåäíåãî óðîâíÿ îøèáêè). Òàêèì îáðàçîì,

Ïðîâåä¼ì òàêæå âû÷èñëåíèÿ äëÿ çàâûøåííîãî çíà÷åíèÿ α =??? è
çàíèæåííîãî çíà÷åíèÿ α = 0.5. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè êðèâûõ äî-
õîäíîñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4 è 3. Âèäíî, ÷òî çàâûøåíèå α âåä¼ò
ê ñëèøêîì ïëîñêîé êðèâîé äîõîäíîñòè (òîò ôàêò, ÷òî îíà ¾ñëèøêîì¿
ïëîñêàÿ, ïîäòâåðæäàåòñÿ òåì, ÷òî îøèáêè ïðèáëèæåíèÿ öåí, ïîëó÷åí-
íûå äëÿ íå¼, ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ó "èñòèííîé"êðèâîé (è çíà÷èòåëüíî
áîëüøå, ÷åì ïîëîâèíà áèä-àñê ñïðýäà � ñì. òàáëèöó), à çàíèæåíèå α
âëå÷¼ò íåîïðàâäàííûå å¼ êîëåáàíèÿ. Ïðè áîëüøîì α ïîëåçíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ çà øóì, à ïðè ìàëåíüêîì � øóì ïðèíèìàåòñÿ çà
ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ.
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Ðèñ. 2: Îöåíêà êðèâîé äîõîäíîñòè
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Ðèñ. 3: Îöåíêà êðèâîé äîõîäíîñòè, ìàëåíüêîå çíà÷åíèå α

Öåíà Ïî èñòèííîé Ðàçíèöà Ïðè α = 150 Ðàçíèöà
96.4723 96.4773 0.0050 96.2896 -0.1827
96.3485 96.3386 -0.0099 96.5352 0.1867
96.3461 96.3010 -0.0451 96.4809 0.1348
96.3051 96.3841 0.0790 96.4469 0.1417
96.6138 96.5334 -0.0804 96.4273 -0.1865

Òàáëèöà 5: Îøèáêè ïðè çàâûøåííîì α
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Ðèñ. 4: Îöåíêà êðèâîé äîõîäíîñòè, áîëüøîå çíà÷åíèå α
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